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РАЗРАБОТКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ОБНАРУЖЕНИЯ 

ОБЪЕМНЫХ АНТРОПОГЕННЫХ ЗАГРЯЗНЕНИЙ ВОДЫ 

 
Разработана математическая модель обнаружения объемных антропогенных загрязнений 

воды. Анализ физической модели обнаружения загрязнения в водной среде, показал, что при 

внесении объемно загрязнения в водную среду изменяются ее упругие (плотностные) характери-

стики, влияющие на величину скорость распространения звука, измеряемую прямыми методами. 

Отмечается, что измерения скорости звука, выполняемые косвенными методами, инвариантны 

наличию антропогенного загрязнения. При этом разница в измерениях, выполненных прямыми и 

косвенными методами, будет тем больше, чем выше концентрация антропогенных загрязнений. 

Начальными условиями для разработки математической модели являются непрерывность изме-

ряемых величин, погрешность сравнения которых определяется точностью измерений скорости 

звука прямым и косвенным методами. Априорная вероятность получения измеряемого результа-

та и совместная вероятность появления истинного значения величины с измеряемым параметром 

подчиняются нормальному закону распределения. При этом граничные условия определяются 

диапазоном изменения значений измеряемой величины от 0,1 до 20 м/с, а также погрешностью 

таких измерений от 10
-3

 до 10
-1

 м·/с. Математическая модель обнаружения загрязнений воды ба-

зируется на совокупности двух аналитических зависимостей. Первая зависимость характеризует 

величину разности одновременно выполненных измерений скорости звука прямым и косвенным 

методами. Вторая – характеризует количество получаемой информации в измеряемой величине 

за определенный промежуток времени, которое зависит от отношения дисперсии измеряемой 

величины к дисперсии еѐ измерения. Теоретические исследования предложенной модели в целом 

подтверждают, что наличие антропогенного загрязнения в водной среде приводит к уменьшению 

численного значения скорости звука, измеренной прямыми методами. Показано, что оптимиза-

ция системы обнаружения загрязнений по критерию максимального правдоподобия в этом слу-

чае сводится к минимизации соответствующего квадратичного функционала путем выбора оп-

тимальных сигналов и алгоритмов их обработки. 

Ключевые слова: чрезвычайная ситуация, антропогенное объемное загрязнение, водная 

среда, модель, обнаружение 

 

1. Введение 
Предотвращение чрезвычайных ситуаций, вызванных попаданием в водную 

среду антропогенных загрязнений, является актуальной научно-практической 

проблемой. Ее призваны решать руководители предприятий и государственных 

администраций, работники производств и научно-образовательных учреждений, 

граждане Украины и лица без гражданства, проживающие на территории Украи-

ны [1]. Своевременное обнаружение антропогенных факторов, воздействующих 

на водную среду, позволяет принимать меры по управлению предприятием и тех-

нологическими процессами с максимальной эффективностью. Это, в свою оче-

редь, обеспечивает стабильную экологическую обстановку без возникновения 

аварий и катастроф техногенного характера [2]. Создание эффективных техниче-

ских средств обнаружения антропогенных загрязнений рек и озер, водохранилищ 
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и других внутренних водоемов, прибрежных морских вод не представляется воз-

можным без использования моделей обнаружения антропогенных объемных за-

грязнений, попадающих в воду [3]. Объективная сложность антропогенного за-

грязнения вод, а также необходимость эффективного обнаружения таких загряз-

нений порождают необходимость совершенствования методов и способов обна-

ружения антропогенных загрязнений воды. 

 

2. Анализ литературных данных и постановка проблемы 

Современное состояние водных объектов Украины подвергаются интенсив-

ному антропогенному загрязнению, что приводит к ухудшению экологического 

состояния [4]. Основными источниками загрязнения водоемов являются атмо-

сферные осадки, бытовые сточные воды, промышленные сточные воды; сточные 

воды сельскохозяйственных предприятий. 

В настоящее время изменилось как количество загрязнителей воды так и их 

состав. Стандартные методы оценки степени загрязнения воды [5] предполагают 

исследования следующих параметров: температура, цвет, проводимость, мут-

ность, общее содержание твердых веществ, общее количество растворенных 

твердых веществ, pH, щелочность, хлориды, общая жесткость, растворимость 

кислорода, биологическая потребность в кислороде. Такие методы требуют зна-

чительных материальных и трудовых затрат при длительной экспозиции.  

В работе [6] сделаны попытки усовершенствования системы нормирования и 

контроля антропогенного загрязнения поверхностных вод. Подход [7] основан на 

методологии биотестирования, позволяет получить интегральную характеристику 

токсического воздействия на функционирование водных организмов совокупно-

сти загрязняющих веществ. Недостатком данного подхода является невозмож-

ность нормирования и контроля соблюдения установленных ограничений для 

большого количества загрязняющих веществ. 

В работе [8] применены многомерные статистические методы для оценки 

качества воды. Показано, что основными антропогенными загрязнителями воды 

есть фосфор, железо и гербициды. Однако метод требует значительных затрат по 

времени (наблюдения проводятся на протяжении 18 месяцев), что указывает на 

его низкую оперативность. 

В работе [9] концентрации микроэлементов (кадмий, хром, медь, кобальт, же-

лезо, марганец, никель, свинец, ртуть, цинк) были определены с помощью атомно-

абсорбционного спектрофотометра. Метод основывается на измерении поглощения 

резонансного излучения свободными атомами, находящихся в газовой фазе. Основ-

ным недостатком метода является его низкая применимость для водной среды. 

В [10] представлены результаты исследований переходной чувствительности 

с помощью океанской модели биогеохимического элементного циклирования 

(BEC) к увеличению антропогенного атмосферного осаждения неорганического 

азота и растворимого железа. Однако такие исследования сопряжены со сложно-

стями биогеохимических измерений. 

В исследовании [11] использовали океанографические знания вместе с коли-

чественными методами. Данный метод охватывает ограниченный интервал видов 

антропогенного загрязнения, что делает его малоприменимым. 

Многовариантные статистические методы, такие как кластерный анализ, 

анализ основных компонентов и факторный анализ, применялись для оценки и 
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интерпретации набора данных о качестве воды в работе [12]. При этом статисти-

ческие методы позволяют только выдвигать гипотезы, которые требуют подтвер-

ждений, что делает такие методы малоэффективными. 

В работе [13] для оценки уровня и последствий антропогенного воздействия 

на речные экосистемы проводился мониторинг гидрохимических показателей. 

Уровень загрязнения воды оценивался сопоставлением фактических значений от-

дельных показателей с обобщенными критериями качества воды. При этом зна-

чительная погрешность значительно влияет на уровень такой оценки. 

Метод [14] основан на математической обработке данных статистических 

наблюдений и может быть использован при разработке природоохранных про-

грамм, направленных на снижение антропогенной нагрузки на реки. Недостатком 

метода является недостаточная точность, связанная с необходимостью увеличе-

ния объема наблюдений и повышения контроля над объемами и качеством сточ-

ных вод водопользователей. 

Дистанционное зондирование [15] облегчает пространственную идентифи-

кацию потенциала источника загрязнения воды и помогает в качественной оценке 

уровня загрязнения водных объектов. Однако реализация данного метода предпо-

лагает использование летальных аппаратов, оснащенных съемочной аппаратурой, 

что в значительной мере ограничивает его применимость. 

Перспективным направлением в области оперативного контроля наличия ан-

тропогенных загрязнений воды является использования измерителей скорости 

звука в водной среде. В [16] приведены измерения скорости звука в жидкой воде 

методом импульсного вынужденного рассеяния в ячейке высокого давления с 

сапфировыми окнами от -10 до 100 °C и давлениях до 700 МПа. Существенным 

недостатком является невозможность использования метода в реальных условиях 

наблюдений. 

Концепция [17] построения идеального гидрофизического измерителя пара-

метров термодинамического состояния случайно-неоднородных жидкостей, ко-

торая заключается в непрерывном синхронном измерении показателя преломле-

ния света, скорости звука и давления в единичном объеме среды. При этом имеет 

место значительная погрешность прямого и косвенного измерения параметров 

термодинамического состояния морской среды, что значительно влияет на эф-

фективность такого измерителя. 

В [18] рассматривает взаимосвязь скорости звука и коэффициента поглоще-

ния звука в воде. Дана количественная оценка дополнительной систематической 

погрешности измерения скорости звука, обусловленной поглощением звука. Од-

нако поглощение обладает относительно малым влиянием на измеряемую ско-

рость звука, а рассмотренный эффект может быть одной из причин расхождения 

многочисленных эмпирических формул скорости звука в пресной и морской воде. 

В работе [19] проведен анализ состояния и перспективы развития в области 

обеспечения единства измерений скорости звука в водной среде. Не раскрыта 

проблема отсутствия эталона измерений и методов его определения. 

В этой связи, нерешенной частью проблемы является отсутствие математи-

ческого описания процесса обнаружения объемного антропогенного загрязнения 

в водной среде, посредством изменения скорости распространения звука под воз-

действием таких загрязнений. 
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3. Цель и задачи исследования 

Целью исследования является разработка математической модели обнару-

жения объемных антропогенных загрязнений, попадающих в воду. 

Для достижения цели были поставлены следующие задачи: 

–  выполнить анализ физической модели обнаружения объемного антропо-

генного загрязнения в водной среде; 

–  обосновать начальные и граничные условия, необходимые при разработке 

математической модели обнаружения объемного антропогенного загрязнения воды; 

– обосновать математическую модель обнаружения объемных антропоген-

ных загрязнений, попадающих в воду;  

– выполнить теоретическое исследование разработанной математической 

модели обнаружения объемных антропогенных загрязнений воды. 

 

4. Анализ физической модели обнаружения объемного антропогенного 

загрязнения в водной среде 

Анализ модели обнаружения объемного антропогенного загрязнения выпол-

ним на характерном примере загрязнения морской воды. В работах [3] показано, 

что увеличение солености или гидростатического давления приводит к увеличе-

нию плотности морской воды. При этом известно, что увеличение температуры 

воды вызывает возрастание скорости звука в воде. Это связано с увеличением 

значения модуля объемной упругости воды. Однако теоретически с увеличением 

температуры воды ее плотность должна уменьшаться и скорость звука должна 

падать. Данное противоречие объясняется тем, что возрастание модуля объемной 

упругости воды М подчиняется нелинейным зависимостям и происходит гораздо 

быстрее, чем увеличивается плотность морской воды, то есть 

 

   ,В1КМ 2
0   (1) 

 

где K – коэффициент линейной пропорциональности; ρ0 – плотность; B – положи-

тельный эмпирический коэффициент. 

С учетом (1) скорость звука в воде будет определяться величиной 
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  (2) 

 

Из формулы (2) следует, что скорость звука в морской воде в основном 

определяется ее плотностью. При этом эта зависимость носит нелинейный харак-

тер. Рассмотрим влияние объемных гипотетических антропогенных загрязнений, 

находящихся в морской воде на еѐ плотность. Под гипотетическими загрязнения-

ми будем понимать загрязнения, которые не растворяется в морской воде. Его ча-

стички или мелкомасштабные неоднородности в виде пузырьков газа, фолликул 

нефти, мелко дисперсионных взвесей и другое. Обычно они имеет одинаковую 

плотность и равномерно распределены в единичном объеме, как показано на 

рис. 1. 
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 а) б) 

Рис. 1. Единичный объем воды при отсутствии и наличии загрязнений: а – чистая 

вода; б – загрязненная вода 

 

Пусть единичный объем V воды имеет массу m. Тогда плотность воды еди-

ничного объема V будет определяться величиной 
 

 
V

тв
в  . (3) 

 

Добавление в этот единичный объем гипотетического загрязнения вызовет в 

нем соответствующие изменения. Частички примеси в единичном объеме V  вы-

теснят определенное количество воды, объем которой равен объему добавленного 

загрязнения. Масса воды в единичном объеме уменьшится на величину, равную 

произведению плотности воды на объем загрязнения. Тогда плотность рассмат-

риваемого единичного объема воды при наличии гипотетического загрязнения 

должна уменьшиться на соответствующую величину и определяться 
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Полученная в результате гипотетического загрязнения единичного объема 

воды плотность будет иметь меньшую величину, чем плотность воды без загряз-

нения. Это вызовет уменьшение скорости звука в рассматриваемом единичном 

объеме водной среды. Чем больше будет концентрация загрязнения, тем меньше 

будет скорость звука в воде. Следовательно, мелкомасштабные неоднородности в 

виде загрязнений уменьшают скорость распространения звука в водной среде, 

причем тем больше, чем выше концентрация загрязнений. 

Известно [20], что известные методы измерения скорости звука в водной 

среде, разделяется на две группы: прямые и косвенные. Первая группа методов 

основана на классическом определении скорости C (первой производной по вре-

мени от пройденного пути L), то есть 
 

 .
dt

dL
С   (5) 

 

Поэтому эта группа методов базируется на измерении длины пути и времени. 

Прямые методы измерения реализуются обычно непосредственно в определенной 

точке водной среды. При этом используются измерители скорости звука, в которых 

обычно реализуются фазовый, резонансный, дифракционный, импульсный, им-

пульсно-циклический методы измерений скорости звука. Такие измерители позво-

mв V 
V1+V2+…=Vn 
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ляют измерять скорость звука с относительной погрешностью 0,005–0,01 м/с. 

Группа косвенных методов измерения скорости звука основывается на том, 

что скорость звука – это вторичная гидрологическая характеристика, являющаяся 

некоторой функцией температуры T, солености S и гидростатического давления P 

 

 )P;S;Т(fС  . (6) 

 

Существующие океанологические приборы с высокой точностью позволяют 

измерять температуру, соленость морской воды, а также гидростатическое давле-

ние на глубине погружения этих приборов. Аналитический расчет скорости звука 

для каждой конкретной точки пространства производится на основе известных 

зависимостей по результатам измерения соответствующих параметров. В насто-

ящее время разработаны и широко применяются косвенные измерители скорости 

звука, как автономные одноразовые приборы типа СТД зондов, так и комплекс-

ные многоразовые измерители, в которых расчет скорости звука производится 

встроенными цифровыми процессорами. 

Если в ограниченном единичном объеме водной среды произвести измере-

ния скорости звука прямым и косвенным методами, то полученные значения 

должны совпадать. В первом случае скорость определяется по формуле (2) и 

представляет собой значение скорости распространения звука, как свойство упру-

гой среды, которое будет изменяться, если будут изменяться упругие (плотност-

ные) характеристики водной среды, например, вследствие антропогенного за-

грязнения. Во втором случае, скорость – это функция температуры, солености и 

гидростатического давления (6), которая будет рассчитываться в соответствии с 

эмпирическими формулами. В зависимости от изменения значений этих характе-

ристик она будет изменяться, увеличиваться с их ростом и наоборот. Если термо-

халинные и гидростатические параметры водной среды останутся неизменными, 

то и значение скорости звука, вычисленное косвенными методами, также не из-

менится даже в случае внесения в воду антропогенного загрязнения. 

Таким образом, анализ физической модели обнаружения объемного антропо-

генного загрязнения водной среды показывает, что при внесении антропогенного 

объемного загрязнения в водную среду будут изменяться ее упругие (плотностные) 

характеристики, которые будут фиксироваться измерителями скорости звука, реа-

лизующими прямые методы. При этом измерения скорости звука, выполняемые 

косвенными методами, не будут реагировать на наличие антропогенного загрязне-

ния. Разница в измерениях, выполненных прямыми и косвенными методами, будет 

тем больше, чем выше концентрация антропогенного загрязнения. 

 

5. Обоснование начальных и граничных условий для математической 

модели обнаружения объемного антропогенного загрязнения 

Обнаружение объемного антропогенного загрязнения водной среды предла-

гается осуществлять на основе различия информации, получаемой прямыми и 

косвенными методами измерения скорости звука в водной среде. Поэтому для 

разработки модели обнаружения загрязнений необходимо обосновать начальные 

и граничные условия, исходя из информационных возможностей рассматривае-

мых методов измерения [21]. 

В синтактике информационные сообщения рассматриваются как символы, 

абстрагированные от ценности самой информации. При синтаксическом анализе 
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информация определяется как мера уменьшения неопределенности информации о 

каком-либо предмете. Если Н1 – исходная (априорная) неопределенность, а Н2 – 

остаточная (апостериорная) неопределенность, то содержащуюся в передаваемом 

сообщении информацию можно представить 

 

 21 HHI  . (7) 

 

Для оценки степени неопределенности измерительной информации на син-

таксическом уровне используют, главным образом, две математические меры: ло-

гарифмическую и вероятностную [21]. В первом случае, чем больше уровней N 

имеет измеряемая величина, тем труднее определить еѐ истинное значение. Зна-

чит исходная неопределенность до измерений возрастает с увеличением числа N 

и характеризуется логарифмической функцией от N, а неопределенность об ис-

тинном значении величины оценивается логарифмической функцией от n – числа 

возможных значений величины после измерений, то есть соответственно 

 

 nlogH     ,Nlog a2a  . (8) 

 

Очевидно, что n<N, а n=1 только при идеальном измерении в случае нулевой по-

грешности, тогда информация, полученная в результате рассматриваемых измерений 

 

n

N
lognlogNlogHHI aaa21  . (9) 

 

При а=2 единица неопределенности будет двоичной единицей информации – 

бит. Во втором случае задаются исходные (априорные) вероятности всех возмож-

ных исходов опыта  N,,2,1iPi   так, что их сумма равна единице, при этом ве-

роятностная или статистическая мера неопределенности описывается выражением 

 

  
 


N

1i

N

1i

iii1 HPlogPH . (10) 

 

Если показания косвенного измерителя скорости звука – Ск, а прямого – Сп,, 

то результат разности этих показаний будет случайная величина х, равная соот-

ветственно nk CCx  . В случае дискретных по уровню измерений скорости, ве-

личина разности также будет принимать дискретные по уровню значения. Обо-

значим апостериорную вероятность 








j

i
P  того, что в результате измерения полу-

чено j-ое значение при условии, что в действительности имело место i-ое значе-

ние. Пусть результат дает значение k  kj  . Тогда остаточная неопределенность 

о значении измеряемой величины оценивается величиной 

 

 





























N

1i

i
k

i
Plog

k

i
Pk

j

i
H . (11) 
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При этом совместная вероятность наступления двух событий, состоящих в 

том, что результат измерения дает значение j, а в действительности имело место 

значение i, равно   









j

i
PPj,iP i . Учитывая это, неопределенность измерения 

будет определяться величиной 

 

      
 

 
   











N

1j

N

1i

N

1j

N

1i jP

j,iP
logj,iP

j

i
Plogj,iPi,jH . (12) 

 

Необходимо заметить, что скорость перемещения объемных загрязнений в 

морской водной среде не превышает десятых долей м/с, а их протяженность со-

ставляет от сотен метров до единиц км [22]. Получаем, что время прохождения 

антропогенного загрязнения через единичный (контролируемый) объем водной 

среды будет составлять часы. В то же время измерение и сравнение показаний 

прямого и косвенного измерителей скорости звука происходит с частотой в сотни 

Гц [3, 23], то есть выполняются сотни измерений в секунду. Исходя из этого, из-

меряемая величина разности x может считаться непрерывной, а пределы ее изме-

рений могут колебаться от долей м/с до десятков м/с. 

Остаточную неопределенность измерений будем оценивать погрешностью 

p , которая определяется значениями погрешности каждой из измеряемых вели-

чин. Обычно указанные погрешности могут принимать значения от 10
-3

 до 110  

м/с. Допускаем, что погрешность, определяемая остаточную неопределенность, и 

погрешности измерений одинаковы и равны p . Если x  и Nx  – текущие значения 

измеряемой величины и результата измерения, то  NxP  – априорная плотность 

вероятности результата измерения Nx , а  Nx,xP  – совместная плотность вероят-

ности Х и Хn. Полагается также, что  NxP  и  Nx,xP  являются нормальными. 

Следовательно, начальными условиями для разработки рассматриваемой ма-

тематической модели обнаружения антропогенных загрязнений воды являются 

непрерывность измеряемых величин, погрешность разности которых определяет-

ся погрешностями измерений прямым и косвеннам измерителями скорости звука. 

Априорная вероятность измеряемого результата и совместная вероятность истин-

ного значения с измеряемым параметром подчиняются нормальному закону рас-

пределения. При этом граничные условия определяются допустимыми изменени-

ями значений измеряемого параметра от 0,1 до 20 м/с, и погрешностью измерений 

от 10
-3

 до 10
-1

 м/с. 

 

6. Обоснование математической модели обнаружения объемных антро-

погенных загрязнений, попадающих в воду 

Пусть выполняются допущения, рассмотренные выше. Тогда справедливо 

представление для соответствующих вероятностей в виде: 

 

 
   

  .xpP

,x,xpj,iP

piNj

pjNi




 (13) 
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Подставляя (13) в (12) и переходя к интегральному представлению, получим 
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x
H

NNpN

N

N
N

N

N

pN

N

N
 (14) 

 

В (14) первое слагаемое не зависит от погрешности разности измерений и 

представляет собой дифференциальную энтропию результирующих измерений. 

Учитывая, что во втором слагаемом (14) 
 

   








 1dxdxx,xp nN , (15) 

 

полная результирующая энтропия измерений будет определяется разностью 

 

 p

NN

log
x

X
h

x

X
H 













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


. (16) 

 

В соответствии с начальными условиями, измеряемая величина Х и резуль-

тирующая погрешность измерения подчиняются нормальному закону, который 

определяется соответствующим математическим ожиданием 0m   ,0mx    и 

среднеквадратическим отклонением  x  и   . Учитывая это будем иметь, что 
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Общее выражение для дифференциальной результирующей энтропии изме-

рений имеет вид 
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h . (18) 

 

При этом измерения определяются суммой истинного значения измеряемой 

величины и погрешности, то есть 
 

  XXx p . (19) 

 

Поэтому закон распределения для XN будет определяться композицией зако-

нов распределения Х и Δ, который в силу нормальности законов для составляю-

щих будет также нормальным и определяться в виде 
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Для закона (20) математическое ожидание 0m
Nx  , а дисперсия 

      22

N Xx . С учетом этого (18) можно рассматривать как первый 

момент, т.е. как математическое ожидание величины 
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Для вычисления дифференциальной энтропии нужно найти совместный за-

кон распределения Х и ХN, для чего воспользуемся соотношением, что плотность 

вероятности двух событий  Nx,xp  равна произведению плотности вероятности 

одного из них  xp  на условную плотность вероятности измерения XN при усло-

вии измерения Х, то есть 
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При этом закон распределения вероятностей будет совпадать с законом рас-

пределения погрешностей и может быть записан в виде 
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Исходя из этих рассуждений, дифференциальную энтропию можно предста-

вить в виде 
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Подставляя в (24) выражения (17) и (23) получим, что 
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В (25) первое слагаемое, стоящее под знаком математического ожидания, 

является величиной постоянной, не зависящей от X, Δ, XN. Известно, что матема-

тическое ожидание постоянной величины равно самой величине, а математиче-

ское ожидание суммы постоянных величин равно сумме математических ожида-

ний этих величин. Учитывая это, получим, что 
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Поскольку математические ожидания величин Х, Δ, ХN равны нулю, то вы-

ражения в (26), стоящие под знаком математического ожидания, представляют 

собой дисперсии соответствующих величин, то есть 
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С учетом (27) выражение (26) примет вид 
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Поэтому с учетом (23) информация, получаемая при измерении дискретной 

по уровню величины, распределенной по нормальному закону, с учетом указан-

ных допущений, определяемых начальными условиями, будет определяться, как 
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Следовательно, количество получаемой информации о значении измеряемой 

величины за определенный промежуток времени зависит от отношения диспер-

сии самой измеряемой величины к дисперсии погрешности еѐ измерения. 

Обнаружение объемного антропогенного загрязнения водной среды сводит-

ся к одновременному измерению скорости звука прямым и косвенным методами, 

описываемых (2) и (6), и последующему определению разности этих измерений, 

то есть 
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 . (30) 

 

Объединяя выражения (30) и (29), получим искомую математическую мо-

дель обнаружения объемных антропогенных загрязнений морской воды следую-

щего вида 
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Таким образом, разработанная математическая модель (31) обнаружения 

объемных антропогенных загрязнений морской воды представляет собой систему 

из двух аналитических зависимостей. Первая зависимость характеризует разность 

одновременно выполняемых измерений скорости звука прямым и косвенным ме-

тодами, величина которой пропорциональна концентрации антропогенного за-

грязнения в исследуемом единичном объеме водной среды. Вторая зависимость 

описывает количество получаемой информации о значении измеряемой величины 

за определенный промежуток времени от отношения дисперсии самой измеряе-

мой величины к дисперсии еѐ измерения. 

 

7. Теоретическое исследование разработанной математической модели 

обнаружения объемных антропогенных загрязнений воды 

Теоретические исследования выполним для двух указанных зависимостей 

разработанной математической модели (31) обнаружения объемных антропоген-

ных загрязнений морской воды в рамках задачи математической физики и опти-

мизации обработки сигналов соответственно. 

Первая аналитическая зависимость, как граничная задача математической 

физики [24], в общем виде определяется следующим образом. В n -мерном ев-

клидовом пространстве 
nR , координаты точек которого могут содержать вре-

менную переменную, многомерная многосвязная область G  ограничена поверх-

ностью  . В области G  определено некоторое дифференциальное уравнение в 

частных производных: 

 

 Gx),x(f)x(uL  , (32) 

 

где  11 L,,LL   – линейный векторный дифференциальный оператор; )x(u  и 

)x(f  – элементы некоторых векторных функциональных пространств  GR1  и 

 GR 2  соответственно. 

На поверхности   определен оператор l  соотношением 

 

  y),y()x(ul , (33) 
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где )y(  – элемент векторного функционального пространства  ΓR 3 . 

Поверхность   может содержать отдельные незамкнутые поверхности, иметь 

бесконечно удаленную точку, может не охватывать всю границу области и другое. 

Как правило, определить )x(u  из уравнений (32) и (33) при заданных правых частях 

)x(f  и )x(  в элементарных функциях не удается. Поэтому для решения этой зада-

чи используются приближенные методы, одним из которых является метод разло-

жения по неортогональным функциям. Его идея состоит в том, что в конечном ряду 

по системе функций  1
N

1kk R,)x(    происходит замена пространства  GR1  его 

конечномерным подпространством (G)RN , являющимся линейной оболочкой си-

стемы функций  N

1k)x(  . Приближенное решение )x(uN  ищется в виде ряда 

 

    x)x(u k
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N 


. (34) 

 

Координаты разложения  N
k  находятся путем минимизации функционала 
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

 . (35) 

 

Постоянная NK  показывает, с каким «весом» должны удовлетворять гра-

ничные условия. На практике она существенно влияет на приближенное решение. 

Поскольку водная среда является упругой, а скорость распространения в ней 

упругих колебаний (скорость распространения звука С) – одна из характеристик 

упругих сред, то она будет определяться выражением (2). В то же время модуль 

объемной упругости равен сумме 

 

  2M , (36) 

 

где   – первый коэффициент Ламе;   – второй коэффициент Ламе (   чис-

ленно совпадает с модулем сдвига). 

Рассмотрим трехмерное евклидово пространство 
3R , заполненное средой, 

где   и   – коэффициенты Ламе. В точке О – источнике примеси, сформиро-

вана аномальная зона G , ограниченная поверхностью  , которая может иметь 

самую различную конфигурацию (рис. 2), тогда решение задачи (34) будет удо-

влетворять следующим интегральным соотношениям 
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              Gz,dSy,zKyuldSy,zKyul0 y2
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, (38) 

 

где  1l  и  2l  – дифференциальные операторы, определенные на границе  ; 1K  и 

2K  – ядра (матрицы) интегральных представлений (37) и (38). 
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Рис. 2. Схема, поясняющая постановку задачи 

 

Пусть в точке x  действует сила, сосредоточенная в направлении оси 

)3,2,1i(Ox i  , тогда смещение любой точки xy   описывается вектор-функцией 

)y,x(H i  – фундаментальным решением системы однородных дифференциальных 

уравнений теории упругости. Для установившихся упругих колебаний с частотой 

  оператор L  примет вид 

 

 2divgrad)(L  , (39) 

 

а матрица фундаментальных решений 
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где ij  – компоненты вектора напряжений; 1K  и 2K  – неотрицательные числа, 

определенные равенствами 
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При выполнении указанных выше условий формулы (37) и (38) примут вид: 
 

     Gx,dSy,xTH)y(udS)y(uTy,xH)x(u yy  


, (43) 

     Gz,dSy,xTH)y(udS)y(uTy,zH0 yy  


, (44) 

 

где )y,x(H  – матрица Купрадзе, T  – оператор напряжения. 

При решении граничных задач в уравнениях установившихся колебаний ре-
шение можно искать в виде суммы безвихревого (потенциального) и соленои-
дального решений уравнения Гельмгольца 
 

 )x(v)x(v)x(u  , (45) 

 

где векторы )x(v  и )x(v  удовлетворяют условиям: 
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Введем допущения, характерные для реальной водной среды. 
1. Изотропность, то есть независимость свойств среды от направления рас-

пространения упругих колебаний. 

2. Объемная сила )t,x(F  меняется по времени гармонически, то есть 
 

 tsin)x(Btcos)x(A)t,x(F  . (47) 

 

Выражение (47) оценивает действие высокочастотного акустического излу-
чателя, применяемого в устройствах, реализующих прямые методы измерения 
скорости звука в водной среде. 

3. На границе области G  непосредственно на поверхности Γ  значение ско-

рости звука совпадает со значением скорости звука в пространстве 
3R  и равно 1C . 

4. В автономной области G  имеется область (достигающая даже элементар-
ного бесконечно малого объема), где концентрация загрязнения максимальна 
(объем примеси приблизительно равен объему воды), а плотность загрязнения 
значительно отличается от плотности воды. Либо превосходит ее, как порошок 

металлического сурика, то есть ï1â  . Либо меньше ее, как пузырьки воздуха. 

Кроме этого, загрязнение не растворимо в воде, но является мелкодисперсным, то 
есть размеры его частиц соизмеримы с молекулами воды. Тогда матрица фунда-
ментальных решений примет вид 
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В выражении (48) присутствуют две константы: 1C  – значение скорости зву-

ка в водной среде при отсутствии объемных антропогенных примесей, 2C  – зна-

чение скорости звука при максимально допустимых параметрах мелкодисперсной 

примеси, при этом 
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Здесь 1C  соответствует классическому определению скорости звука в водной 

среде без посторонних примесей, тогда 
 

 ,C2



   (50) 

 

где 2C  – это минимально возможное (экстремальное) значение скорости звука 

при наибольших показателях мелкодисперсной примеси. 

Изменение (величина уменьшения) скорости звука в зависимости от увели-

чения концентрации мелкодисперсной примеси будет определяться аналитиче-

ской зависимостью 
 

 














 M

KC np , (51) 

 

где 



 1в

npK  – коэффициент, характеризующий изменение плотности воды в за-

висимости от количества и физических свойств внесенной в нее примеси; 1в  – 

плотность чистой воды в единичном объеме жидкости;   – плотность воды с 

примесью при условии, что она распределена равномерно в единичном объеме 

жидкости, вычисляемая по формуле (4). 

Следовательно, теоретические исследования показывают, что величина чис-

ленного значения скорости звука в водной среде при добавлении в нее антропоген-

ной мелкодисперсной примеси будет измениться. Эти изменения будут происхо-

дить в сторону уменьшения численного значения скорости звука, независимо от 

плотности частичек антропогенного загрязнения. Уменьшение численного значе-

ния скорости звука будут тем больше, чем выше концентрация антропогенной 

примеси. Графическая интерпретация этого исследования представлена на рис. 3. 

Вторая зависимость исследуется, с позиций обработки сигналов, принимаемых 

радиоэлектронными устройствами. Все устройства, реализующие прямые методы 

измерения скорости звука в водной среде, работают по одной классической схеме.  
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Рис. 3. Диаграмма уменьшения скорости звука в зависимости от увеличения количе-

ства антропогенной примеси 

 

Производится излучение акустического сигнала в водную среду и фиксируется 

время прохождения этим сигналом фиксируемого (известного стандартного) рас-

стояния, которое принято называть измерительной базой. 

Пусть  tSi  – принимаемый приемной антенной сигнал,  tk  – опорный 

сигнал (излучаемый передающей антенной),  wSi  и  wk  – их спектры, а Т – 

длительность излучаемого акустического сигнала. Для оптимальных алгоритмов 

линейной обработки сигналов одноканальных систем основной является опера-

ция вычисления скалярного произведения 
 

          







 dwwwS
2

1
dtttStU ki

T

0

ki . (52) 

 

Здесь функция  tU  является мерой схожести (или различия) сигналов с ин-

дексами i и k. При ki   эта функция максимальна и определяет выходной эффект 

приемника для «своего» сигнала, а при ki   выходной эффект  tU  будет опре-

делять межсигнальную помеху, обусловленную влиянием соседних (раннее излу-

ченных) сигналов. В каналах с аддитивной помехой выходной эффект приемника 

определяется корреляционным интегралом 
 

     

T

0

kiki dtttxU , (53) 

 

где      tntStx ii   – принимаемое колебание на входе приемника измерителя; 

 tk  – опорное колебание, определяющее алгоритм обработки сигнала. 

Если передаваемые сигналы   tSi  равновероятны и имеют одинаковую 

энергию, и в канале передачи информации (вдоль измерительной базы) действует 

гауссовский шум  tn , то прием будет оптимальным по максимуму правдоподо-

С, м/с 


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бия, когда  tSkk  . В этом случае приемник вычисляет функцию взаимной 

корреляции принятого колебания  tx i  со всеми m ожидаемыми сигналами 

  m,2,1k,tSk  : 

 

            

T

0

ki

T

0

kiki dttStntSdttStxU . (54) 

 

Выражение (54) принимает наибольшее значение для передаваемого сигна-

ла. Такой приемник должен содержать коррелятор с опорными сигналами 

   tSt kk   или согласованные фильтры, импульсные реакции которых 

   tTaSt kk  , где а – постоянный множитель. 

При наличии вдоль измерительной акустической базы различного рода по-

мех и искажений, отличных от гауссового шума, помехоустойчивость системы 

будет отличатся от потенциальной помехоустойчивости, и определятся соотно-

шением сигнал-шум и коэффициентами корреляции сигналов 
 

     

T

0

k
'
i

'
ki dtttxU . (55) 

 

В свою очередь 
 

            dtttqtndtdtttqttqtStx 1пр13221

T

0

t

0

t

0

32пер3i

'

i

2 2

    , (56) 

 

где прпер q  ,q  – импульсные характеристики фильтров на передатчике и приемни-

ке;  21ttq  – импульсная характеристика параметрического фильтра, характери-

зующего измерительную акустическую базу. 

Совокупность корреляционных параметров  m,2,1k,i,U ki  , определяе-

мых выражением (55), образуют матрицу [U]'. При заданной (эталонной) матрице 

[U] матрица, равная 
 

    UU 


, (57) 
 

характеризует степень снижения помехоустойчивости корреляционного прием-

ника за счет искажений различного рода помех в акустическом канале вдоль ба-

зы, расположенной от излучающей антенны до приемной. 

Используя выражение (57) нельзя оценить качество системы передачи ин-

формации вследствие того, что функции  tU ki
  и  tU ki  являются случайными 

величинами. Качество работы приемника оценим по среднему квадрату нормы 

матрицы погрешностей 
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где M  – усреднение по всем реализациям 
'

kiki U,U , которое в общем случае 

определяется выражением (55). 

Выбор среднеквадратического решения позволяет получить решение задачи 

оптимизации в аналитической форме путем сведения выражения (54) к квадра-

тичному функционалу  kk ,В   где В – положительно определенный оператор, 

действующий в 









2

T

2

T
L2

. Пространство 2L  считается вещественно скалярным 

произведением 
 

          










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2
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2

T

2

2

T
,

2

T
Ltq,tf     ;dttqtfq,f . (59) 

 

Следовательно, теоретические исследования второй зависимости показыва-

ют, что задача оптимизации системы по критерию максимального правдоподобия 

сводится к минимизации квадратичного функционала путем выбора оптимальных 

сигналов или алгоритмов обработки. Для одноканальной системы  1k,i   мини-

мум квадратичной функции  ,B  при условии несмещенности   1S,   позво-

ляет получить на выходе системы максимум отношения сигнал – шум в некото-

рый момент времени 0t . Техническая реализация этого решения может состоять в 

выборе: 

– вида, формы и сложности опорного сигнала; 

– длительности излучаемых сигналов (импульсов) и периода их следования; 

– времени осреднения, времени в течении которого производится системати-

зация текущих единичных измерений: 

– числа сопоставлений прямых и косвенных измерений; 

– стратегия принятия решения по числу сопоставлений (2 из 2, 3 из 3, 4 из 4, 

3 из 4 и другие). 

Таким образом, теоретические исследования математической модели обна-

ружения объемных антропогенных загрязнений, попадающих в воду, показывают, 

что наличие антропогенной примеси в водной среде вызывает уменьшение чис-

ленного значения скорости звука измеренной прямыми методами измерений. Оп-

тимизация измерительной системы по критерию максимального правдоподобия 

сводится к минимизации квадратичного функционала путем выбора оптимальных 

сигналов и алгоритмов обработки. 

 

8. Выводы 

1. Анализ физической модели обнаружения объемного антропогенного за-

грязнения в водной среде показывает, что при внесении антропогенной объемной 

примеси в водную среду будут изменяться ее упругие (плотностные) характери-

стики, которые будут влиять на измерения скорости звука, выполняемые прямы-

ми методами. Показано, что измерения скорости звука, выполняемые косвенными 

методами, не будут реагировать на наличие антропогенного загрязнения. При 

этом разница в измерениях, выполненных прямыми и косвенными методами, бу-

дет тем больше, чем выше концентрация антропогенных загрязнений. 



ISSN 2524-0226. Проблеми надзвичайних ситуацій. 2019. № 2(30) 
 

Civil Security. DOI: 10.5281/zenodo.3647838 23 
 

2. Начальными условиями для разработки математической модели являются 
непрерывность измеряемых величин, погрешность сравнения которых определя-
ется точностью измерений скорости звука прямым и косвенным методами. Апри-
орная вероятность получения измеряемого результата и совместная вероятность 
появления истинного значения величины с измеряемым параметром подчиняются 
нормальному закону распределения. При этом граничные условия определяются 
диапазоном изменения значений измеряемой величины от 0,1 до 20 м/с, а также 
погрешностью их измерений от 10

-3
 до 10

-1
 м·/с. 

3. Разработанная математическая модель обнаружения объемных антропо-
генных загрязнений, попадающих в воду, представляет собой совокупность двух 
аналитических зависимостей. Первая показывает разницу результатов одновре-
менно выполненных измерений скорости звука прямым и косвенным методами, 
величина которой пропорциональна концентрации антропогенного загрязнения в 
исследуемом единичном объеме водной среды. Вторая зависимость характеризу-
ет количество информации о значении измеряемой величины за определенный 
промежуток времени, которое зависит от отношения дисперсии самой измеряе-
мой величины к дисперсии еѐ измерения. 

4. Теоретические исследования математической модели обнаружения объ-
емных антропогенных загрязнений морской воды подтверждает, что наличие ан-
тропогенного загрязнения в водной среде приводит к уменьшению численного 
значения скорости звука, измеренной прямыми методами. Показано, что оптими-
зация системы обнаружения загрязнений по критерию максимального правдопо-
добия в этом случае сводится к минимизации квадратичного функционала путем 
выбора оптимальных сигналов и алгоритмов их обработки. Этот результат не 
противоречит известным сведениям в теории оптимального приема сигналов. 
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РОЗРОБКА МОДЕЛІ ВИЯВЛЕННЯ ОБ'ЄМНИХ АНТРОПОГЕННИХ  
ЗАБРУДНЕНЬ ВОДИ 

 
Розроблено математичну модель виявлення об'ємних антропогенних забруднень води. Аналіз 

фізичної моделі виявлення забруднення у водному середовищі, показав, що при внесенні об'ємно 
забруднення у водне середовище змінюються її пружні (щільнісні) характеристики, що впливають на 
величину швидкості поширення звуку, яка вимірюється прямими методами. Відзначається, що вимі-
рювання швидкості звуку, які виконуються непрямими методами, інваріантні наявності антропоген-
ного забруднення. При цьому різниця у вимірах, виконаних прямими і непрямими методами, буде 
тим більше, чим вище концентрація антропогенних забруднень. Початковими умовами для розробки 
математичної моделі є безперервність вимірюваних величин, похибка порівняння яких визначається 
точністю вимірювань швидкості звуку прямим і непрямим методами. Апріорна ймовірність отри-
мання вимірюваного результату та спільна ймовірність появи істинного значення величини з вимі-
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рюваним параметром підлягають нормальному закону розподілу. При цьому граничні умови визна-
чаються діапазоном зміни значень вимірюваної величини від 0,1 до 20 м/с, а також похибкою таких 
вимірювань від 10

-3
 до 10

-1
 м/с. Математична модель виявлення забруднень води базується на сукуп-

ності двох аналітичних залежностей. Перша залежність характеризує величину різниці одночасно 
виконаних вимірювань швидкості звуку прямим і непрямим методами. Друга – характеризує кіль-
кість одержуваної інформації в вимірюваній величині за певний проміжок часу, який залежить від 
відношення дисперсії вимірюваної величини до дисперсії її вимірювання. Теоретичні дослідження 
запропонованої моделі в цілому підтверджують, що наявність антропогенного забруднення у водно-
му середовищі призводить до зменшення чисельного значення швидкості звуку, яка вимірюється 
прямими методами. Показано, що оптимізація системи виявлення забруднень за критерієм максима-
льної правдоподібності в цьому випадку зводиться до мінімізації відповідного квадратичного функ-
ціоналу шляхом вибору оптимальних сигналів і алгоритмів їх обробки. 

Ключові слова: надзвичайна ситуація, антропогенне об'ємне забруднення, водне середо-
вище, модель, виявлення 
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DEVELOPMENT OF A MATHEMATICAL MODEL FOR DETECTING VOLUME 
ANTHROPOGENIC WATER POLLUTIONS 

 
A mathematical model for the detection of volumetric anthropogenic water pollution has been 

developed. An analysis of the physical model for detecting pollution in the aquatic environment showed 
that when bulk pollution is introduced into the aquatic environment, its elastic (density) characteristics 
change, affecting the magnitude of the speed of sound propagation, measured by direct methods. It is 
noted that sound velocity measurements performed by indirect methods are invariant to the presence of 
anthropogenic pollution. Moreover, the difference in measurements made by direct and indirect methods 
will be the greater, the higher the concentration of anthropogenic pollution. The initial conditions for the 
development of a mathematical model are the continuity of the measured values, the comparison error of 
which is determined by the accuracy of measurements of sound speed by direct and indirect methods. The 
a priori probability of obtaining the measured result and the joint probability of the appearance of the true 
value of the quantity with the measured parameter obey the normal distribution law. In this case, the 
boundary conditions are determined by the range of variation of the measured value from 0.1 to 20 m/s, as 
well as the error of such measurements from 10

-3
 to 10

-1
 m/s. The mathematical model for detecting water 

pollution is based on a combination of two analytical relationships. The first dependence characterizes the 
magnitude of the difference of simultaneously measured sound velocity measurements by direct and 
indirect methods. The second - characterizes the amount of information received in the measured quantity 
for a certain period of time, which depends on the ratio of the variance of the measured quantity to the 
variance of its measurement. Theoretical studies of the proposed model as a whole confirm that the 
presence of anthropogenic pollution in the aquatic environment leads to a decrease in the numerical value 
of the speed of sound measured by direct methods. It is shown that the optimization of the pollution 
detection system by the criterion of maximum likelihood in this case is reduced to minimizing the 
corresponding quadratic functional by choosing the optimal signals and their processing algorithms. 

Keywords: emergency, man-made volumetric pollution, aquatic environment, model, detection 
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